VIII Intégration + Polyndéme caractéristique

VIII.A Questions de cours :

* Enoncer le théoréme de convergence dominée.
* Donner la définition du polynéme caractéristique et le terme devant X™ ! ainsi que le terme constant.

* Enoncer le théoréme d’intégration terme a terme dans le cas général.

VIII.B Exercices :

Exercice 1: ** Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f : [0, +00[— R une fonction de classe C! intégrable.
1. Démontrer que pour tout A > 0 l'intégrale S(‘)A f(t) cos(xt) dt tend vers 0 lorsque z — +o0.

2. En déduire que S(J]r * f(t) cos(xt) dt tend vers 0 lorsque x — +c0.

Exercice 2: ***

| r

1. Soit g : [a,b] — R continue par morceaux. Montrer que SZ g(t)sin(nt) dt — 0 lorsque
n — +00.

2. Soit f : R — R continue par morceaux intégrable. Montrer que SJ_FZS f(#®)sin(nt)dt — 0
lorsque n — +o0.

Exercice 3: * Suites de Riemann et intégrales

| r

Soit f : [a,b] — R, continue et croissante. On note S,, = ZZ;& b_Ta f (a + @)
1. On suppose que SZ f(t) dt converge. Montrer que la suite (S,,) converge vers SZ () de.
2. On suppose que SZ f(t)dt diverge. Montrer que la suite (S,) tend vers +o0.

| r

Exercice 4: **

Pour n =1 et z € [0,1], on pose f,(x) =nz(l —z)™.
1. Démontrer que, pour tout z € [0,1] et tout n > 1, on a |f,(z)| < 1.

2. En déduire lim,,_, 4 Sé nz(l —x)" dz.

.

Exercice 5: *** Fonction I' et limite

Soit la fonction I' définie pour z > 0 par

+00
I(z) = j t* et dt.
0

1. Montrer que la fonction I' est bien définie.
2. Montrer que I'(z + 1) = zI'(x) pour tout x > 0.

3. En introduisant I,,(x) = Sg (1 = %)n t*~1 dt, démontrer que

n!n®

li .
ko 2(x + 1)+ (& + 1)

I'(z) =

On admettra que In(l + z) < = pour tout z > —1 si on n’a pas encore vu le cours de
convexité.
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Exercice 6: *

Soit la suite de fonction dénie de la maniére suivante :

ne
14+ n2x2’

Montrer que lim,,_, ;o S(l] fn(z)dz = 0.

Exercice 7: *** Queue de la gaussienne

| V

Montrer que la fonction ¢t € R — e~z est intégrable en +00 puis donnez un équivalent en +oo de :

+o
f e 2 dt.
T

Indication : On pourra faire une IPP.

| '

Exercice 8: ** Intégration terme a terme

+0 g2 — T 1
Montrer que {7 ZEdz =23 =5

| '

Exercice 9: *** Intégration terme a terme 2

Montrer que Sé x dx = ZJFOO L et Sé 2%dr = Z+00 ="

n=1 nn n=1 nn

Exercice 10: ** sinus cardinal

| r

+90 sinx

Montrer que §;~ =2

dz converge mais ne converge pas absolument.

| r

Exercice 11: *

Soit J € M,,(R) la matrice :

01 0 ... 0
001 O 0
0 1 0
0 1
0 0

1. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de J.

2. La matrice J est-elle diagonalisable ?
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Exercice 12: ***

Soit u € L(F) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension fini E. On dit que u est

cyclique si il existe zg € E tel que (zq,u(xg), .. .,u" " 1(xg)) soit une base de E.
1. Montrer que u est cyclique si et seulement si la matrice de u dans une certaine base est de
la forme :
0O ... ... ... 0 —ap
1 0 ... ... 0 —a
0o 1 " D —as
c=1. .
. . 1 0 —ap_o
0O ... ... 0 1 —ap—

2. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice C.

3. Soit A une valeur propre de C, déterminer la dimension et une base du sous-espace propre
associé.

4. En déduire une CNS pour qu'un endomorphisme cyclique soit diagonalisable.
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